Разбор задач Третьего тренировочного тура (29.06.2019)

Задача «Шахтеры (Miners)»
Анализ подходов к решению данной задачи показывает, что она легко решается при помощи динамического программирования по профилю. Рассмотрим, как это можно сделать. 
Обозначим за M(n1, s1, s2) максимальное количество угля, которое еще может быть произведено после того, как было распределено n контейнеров с едой, если в первый рудник пришел набор контейнеров, описываемый профилем s1, а во второй рудник – набор, описываемый профилем s2. Обозначим также за v(a, b) количество угля, которое будет выработано в руднике, находящемся в состоянии a, если в него прибывает контейнер с едой типа b. Легко видеть, что справедлива следующая формула: 
M(n, s1, s2) = max {M(n+1, ns1, s2) + v(s1, тип контейнера с номером n), M(n+1, s1, ns2) + v(s2, тип контейнера с номером n)}, 
где nsi обозначает новое состояние i-го рудника. 
Используя описанную формулу, легко написать рекурсивную процедуру, позволяющую получить в качестве ответа M(0, <пусто>, <пусто>). Не сложно показать, что время работы этого решения O(2N). За его реализацию можно было получить 45 баллов. 
Дальнейшее улучшение названного решения основано на том факте, что для вычисления нового значения функции M из всего профиля требуется знать только типы двух последних контейнеров с едой. Тогда количество различных состояний в профиле уменьшается до 3 ∙ 3+1=10 на рудник (3 типа еды в каждом из двух контейнеров плюс специальное состояние, описывающее пустой рудник). Это позволяет сильно уменьшить количество состояний – до N ∙ 10 ∙ 10. Для каждой из конфигурации можно один раз посчитать значение функции M и далее его использовать, например, с помощью рекурсии с запоминанием. 
Все было бы хорошо, если бы не использование в названном решении массива с размером, равным числу состояний. Это приводит к превышению ограничения по памяти на тестах большой размерности, что позволяет получить только от 70 до 85 баллов за такое решение. Чтобы получить полный балл, необходимо заметить, что значения M(n, *, *) зависят только от значений M(n+1, *, *). Этот факт позволяет написать решение с помощью цикла и хранить только 2 ∙ 100 = 200 значений.


Задача «Долина Мехико (The valley of Mexico)»
Для решения данной задачи вначале примем ряд предположений. Условимся, что запись [a; b] обозначает города, стоящие между a и b по часовой стрелке – это города {a, a + 1, a + 2, …, b – 1, b}, если a ≤ b, и города {a, a + 1, a + 2, …, c – 1, c, 1, 2, 3, …, b – 1, b}, если a > b. Запись (a, b) будет обозначать те же города, что и [a, b], но без включения самих a и b. В частности, [a, a] – множество из одного города a, но (a, a) – пустое множество городов. Будем обозначать отрезок между городами a и b как <a,b>. 
Теперь докажем следующее утверждение: любая начальная часть маршрута (то есть несколько его первых отрезков) соединяет все города из некоторого множества [a, b], не содержит городов из (b, a), то есть городов вне этого множества, и заканчивается в a или в b. 
Предположим, что наш маршрут содержит отрезок между городами a и b. Тогда остальные города разделяются этим отрезком на две половины – (a, b) и (b, a). Если оба этих множества непустые, то часть маршрута до отрезка <a,b> целиком лежит в одном из них, а часть маршрута после <a,b> – в другом: ведь если перейти из одной половины в другую, мы обязательно пересечём отрезок <a,b>. Поэтому начальная часть маршрута, заканчивающаяся отрезком <a,b>, соединяет либо все города из [a, b], либо все города из [b, a], и не содержит городов из оставшейся половины. 
Осталось рассмотреть случай, когда одно из множеств (a, b) и (b, a) пусто. Пусть для определённости (a, b) = . Если мы начали именно из этого множества, начальная часть маршрута – это просто два города a и b. Если же мы начали в (b, a), то применим к нашему утверждению индукцию по количеству городов в начальной части маршрута. 
Для начальных частей маршрутов длины 0 (другими словами, состоящих из одного города) утверждение верно. Пусть оно верно для всех начальных частей маршрутов длины k. Тогда для длины k + 1 мы получаем начало маршрута длины k, соединяющее все точки некоторого множества [u, v], с добавленным отрезком из u или v. Поскольку новый отрезок должен отсекать пустое множество, это будет либо отрезок <u,u±1>, либо отрезок <v,v±1>. Для каждого из возможных отрезков новое начало маршрута длины k + 1 также удовлетворяет нашему утверждению. Таким образом, утверждение доказано. 
Сама задача решается динамическим программированием, состоянием которой являются характеристики начальной части маршрута – множество [a; b], которое она соединяет, и последний город в этой начальной части – a или b. Такое состояние можно описать тремя числами – a (1 ≤ a ≤ c), b (1 ≤ b ≤ c) и флагом f (f  {0, 1}), обозначающим, в каком из двух городов – a (f = 0) или b (f = 1) – мы остановились. 
Сначала отметим состояния (a, a, f) для любых a и f как достижимые. Будем перебирать состояния в порядке возрастания размера множества [a, b]. Для каждого достижимого состояния (a, b, 0) из него можно перейти в (a – 1, b, 0), если есть коммерческое соглашение между городами a и a – 1, и в (a, b + 1, 1), если есть коммерческое соглашение между городами a и b + 1. Аналогично из достижимого состояния (a, b, 1) можно перейти в (a – 1, b, 0), если есть соглашение между b и a – 1, и в (a, b + 1, 1), если есть соглашение между b и b + 1. Наряду с достижимостью для каждого состояния будем хранить, из какого состояния мы в него пришли. 
Маршрут можно построить, если в результате достижимым окажется какое-то из состояний (a, a – 1, f) для некоторых a и f – ведь множество [a, a – 1] содержит все c городов. Восстановить же сам маршрут можно, пройдя обратно по состояниям – нужно каждый раз возвращаться в состояние, из которого мы пришли, пока мы не попадём обратно в некоторое состояние (a, a, f).


Задача «Наводнение (Flood)»
Тривиальное решение данной задачи заключается в том, чтобы «нарисовать» стены в двумерном массиве, а затем для нахождения времени затопления каждой ячейки использовать алгоритм поиска в ширину в графе, в котором все ребра имеют вес 0 или 1, начиная с любой из внешних ячеек. В этом случае некоторая стена остается после наводнения тогда и только тогда, когда время, необходимое для затопления ячеек, находящихся по разные стороны от этой стены, одинаково. 
Такой вариант алгоритма поиска в ширину использует вместо обычной очереди так называемый дек – вариант очереди, в котором можно добавлять элементы с обоих концов; причем вершины, достижимые по ребру веса 0, добавляются в голову очереди, а достижимые по ребру веса 1 – в хвост очереди. В нашем графе вершинами являются ячейки, а соседние ячейки соединены ребром, вес которого равен 0, если между ячейками нет стены, и 1 – в противном случае.
Поскольку размер графа зависит от координат точек, в общем случае количество вершин становится слишком большим. Потому такое решение набирало 40 баллов. Чтобы улучшить вышеописанный алгоритм, полезно заметить, что точные координаты вершин не важны – важен только порядок координат. Таким образом, если x-координаты точек принимают A различных значений, а y-координаты точек принимают B различных значений, то мы можем заменить x-координаты на {1, 2, …, A}, а y координаты – на {1, 2, …, B}. Такой подход называется сжатием координат. В этом случае число вершин графа уменьшается до O(A ∙ B). 
Поскольку числа A и B ограничены числом N, определяющим количество точек, то сложность такого подхода будет равна O(N2). Как следствие, такое решение набирало 55 баллов. Более эффективное решение будет использовать, так называемый, двойственный граф. В этом графе вершинами будут области, а ребро между двумя вершинами будет тогда и только тогда, когда у соответствующих областей есть общая стена. Кроме того, добавим в граф внешнюю область и соединим его со всеми областями, у которых есть стена, выходящая наружу. 
Заметим, что в этом случае не нужно находить точное время затопления каждой области – нам необходимо только знать, находятся ли две области с общей стеной на одинаковом расстоянии от внешней области или нет. Если некоторый связный набор областей находится полностью внутри какой-то другой области, то можно рассматривать его независимо от остального набора и соединить ребром напрямую с внешней областью. 
Алгоритм обхода в ширину на двойственном графе как раз и дает нам решение исходной задачи. Остается только единственная проблема – как построить этот граф. 
Одна из возможных стратегий решения этой задачи заключается в следующем. Вначале представим каждую стену, как две однонаправленные дороги, идущие в противоположных направлениях. Далее, выберем некоторую дорогу и будем двигаться по ней, выбирая на каждом перекрестке самый правый из имеющихся поворотов. В частности, если можно повернуть направо, повернем, иначе, если можно поехать прямо – поедем, иначе поедем налево. Для каждой из дорог мы сделаем один круг по границе некоторой области и закончим в точке, из которой начинали. Последовательно выбирая все новые и новые дороги, мы найдем границу всех областей. Если для какой-то из стен соответствующие ей дороги лежали в разных областях, соединим эти области ребром. 
Этот алгоритм легко реализовать со сложностью O(N+W). Но существует и другой вариант алгоритма, если покомпонентно обходить фигуру снаружи, определяя, какие из стен будут разрушены. В этом случае алгоритм будет выглядеть так. Выберем самую левую внешнюю стену. Представим, что мы положим на нее правую руку, и будем обходить фигуру с внешней стороны, все время держа руку на стенах. Легко видеть, что точно не будут разрушены те стены, которых мы касались с обеих сторон. После этого, удалим все стены, которых мы касались, и повторим этот процесс. Описанный алгоритм можно реализовать за время O (N∙log N + W), и правильная его реализация позволяла также получить полный балл за решение данной задачи. 


Задача «Соединение точек (Joining Points)»
Рассмотрим треугольник V1V2V3, в котором V1 и V2 имеют цвет c1, V3 имеет цвет c2, отличный от c1, и вершины V1 и V2 соединены между собой. Теперь решим исходную задачу для всех точек внутри него. 
Если все точки внутри треугольника V1V2V3 имеют цвет c1, соединим их все с V1. Если же среди них есть точка M цвета c2, соединим V3 с M и рассмотрим треугольники V1V2M, V1V3M и V2V3M. К ним применим тот же подход, что и к треугольнику V1V2V3, и каждый из них содержит меньше вершин, чем сам треугольник V1V2V3. Поэтому, действуя рекурсивно, мы получим требуемую конфигурацию для каждого из них, и, следовательно, для всего треугольника V1V2V3. 
[bookmark: _GoBack]Для решения исходной задачи в целом проведём два ребра между вершинами исходного квадрата ABCD одинакового цвета, а затем, разбив его диагональю на два треугольника (скажем, ABD и ACD), решим задачу указанным выше способом внутри каждого из этих треугольников. Заметим, что при неудачном выборе вершины M из всех вершин цвета c2 размер подзадач будет убывать слишком медленно, и общее время работы может иметь порядок (g+r)2 . Чтобы избежать этого и добиться трудоёмкости порядка (g+r) log (g+r), нужно выбирать точку M так, чтобы три треугольника, получающиеся при разбиении, имели примерно одинаковое количество вершин внутри. Случайный выбор M из всех точек цвета c2 внутри треугольника V1V2V3 также имеет приемлемую трудоёмкость.

