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Mathematics:
Include definitions of Graph, Tree and Optimal path. The task is to find an optimal path P in the graph as defined in the statement – i.e. the sum of profits for all paths, such that its two ends lay on P, is maximal.
Observation:
Max profit have to be on a path from leaf to another leaf and any path that is not started or finished in a leaf could be extended to a leaf or two leaves and the profit increased eventually.
Solution for 20% of points O(N^2 * (N + M)):
For each pair of leaves calculate the profit of the path and find the maximal.
Solution for 40% of points, O(N * (N + M):
Consider trees A и B, obtained by deleting the first of the edges in the list of edges of the initial tree T. Consider trees A and B as rooted with roots the two ends of the deleted edge. Since we know that the edge between the roots of A and B could be present in an optimal path, this path consists of a part lying in A and a part lying in B. For arbitrary vertices a of A and b of B we will consider the gain profit(a,b) of the path between a and b using the dynamic programming method:
	profit(a,b) = max{ 	profit(a, b_prev) + bonuses(b -> a...b_prev),
				profit(a_prev, b) + bonuses(a -> a_prev...b)	}, при a≠b;
	profit(a,b) = 0,	 при a=b;
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where  bonuses (x -> first...last) is the sum of the profits from vertex x to the vertices of the road from first to last. The answer to the task is the profit(u,v) of maximum value between two leaves. The solution requires O (N^2) memory for the intermediate profit(a, b) results. The time to calculate the successive profit(a, b) includes checking winnings from routes leading only to vertices a and b. However, since all routes leading to a vertex from one subtree A or B are no more than M, then amortized for each of the O(N) fixed vertices in A, the consideration of the winnings leading to all vertices in B is O(M). 
Another solution of same complexity is for each leaf a to calculate with a single traversal of T the profit to each other vertex b by the formula 
	profit(a,b) = max{ 	profit(a, b_prev) + bonuses(b -> a...b_prev)	}, при a≠b;
	profit(a,b) = 0,	 при a=b;

Solution for 70% of points, O(N + M * logN):
Let's consider the same subtrees A and B from 40% of the points solution. This time we will approach asymmetrically to A and B. For the tree A we will define a data structure in which we can quickly and in random order: 
•  update the amount of winnings to arbitrary subtree of  A (when we encounter a road leading to the root of the underlying floor);
• retrieve a sheet for maximum road gain from the root and retrieval of the profit itself (after each addition of route gain, we will check whether the path from the start of the newly added route to a leaf in A is not the most profitable until);
· обновяваме сумата от печалби до произволно поддърво на А (когато срещаме маршрут, водещ до корена на съответното поддърво);
· извличаме лист, за който се достига максимална печалба на пътя от корена и извличане на самата печалба (след всяко прибавяне на печалба от маршрут, ще проверяваме дали пътят от началото на новодобавения маршрут, стигащ до някое листо в A, не е най-изгодният до момента);
	Изброените операции можем в произволен ред да извършваме върху интервално дърво[1] IT -- пълно двоично дърво, с листа, съдържащи отделни стойности. В IT с логаритмична от броя на листата сложност може да бъде реализирана произволна адитивна (чието действие се натрупва) операция, например прибавяне на стойност към всички листа на произволно поддърво на интервалното дърво. Също за логаритмично време от IT можем да извличаме листото с максимална стойност, а самата стойност – за константно. Паметта, необходима за IT, зависи линейно от броя на листата.
	Да разгледаме IT с поне толкова листа, колкото в A, и на всяко листо от A да съпоставим листо в IT, така че на всяко поддърво на A да съответства последователен интервал от листа в IT. Такова съответствие може да бъде постигнато чрез обхождане на A в дълбочина, започвайки от корена и давайки на листата последователни индекси, под които ще бъдат срещани в IT. За всеки връх v в A ще запомним интервала interval(v) в IT, в който лежат всички листа от съответното поддърво.
	Щом за 70% от тестовете оптимален път преминава през реброто, разделящо поддърветата A и B, значи печалбите от маршрути в един оптимален път през това ребро трябва да бъдат сума от печалбите на маршрути от A до A, от B до B и от B до A (в общия случай). 
	Да пресметнем първо печалбите за пътищата от корена на A до всяко листо на A. За всеки маршрут m(u, v, profit) от върха u до върха v с печалба profit, такива че и двата лежат в А и u се намира на пътя от корена на A до v, нека добавим profit към interval(v) в IT. Т.е. печалбата от корена на A до всяко листо в interval(v) ще бъде увеличена с profit, тъй като всички пътища от корена до лист с индекс в interval(v) преминават през v, като в същото време никой друг път до листо от A не може да получи тази печалба.
	Всеки маршрут m(u, v, profit) носи печалба на всички пътищя от a до b, такива че, а лежи в поддървото на B с корен u, а b лежи в поддървото на A с корен v (в случай, че v лежи в A) или в цялото дърво A (в случай, че пътя от u преминава през v до корена на A). Последователно за всеки връх в B ще допуснем, че е начало на път, водещ до листо в A и максимизиращ печалбите от включените в него маршрути. Ще обходим B в дълбочина, поддържайки инвариантно свойството, че намирайки се във връх u в B, интервалното дърво IT ще поддържа печалбите до всяко листо, получавани по пътя от u (вместо от корена на A) до съответното листо. Така, спускайки се към листата в B, ще добавяме в IT печалбите от маршрутите, започващи от текущия връх, след което ще се обръщаме към IT с надеждата, че от текущия връх постигаме по-голяма печалба до някое листо в A. Напускайки текущия връх, изкачвайки се към корена на B, изваждаме добавените печалби, които е можело да бъдат получени само при продължение на пътя през напуснатия връх.
	Така, ако оптимален път преминава от листото u в B до листото v в в A (а такива листа със сигурност съществуват по „основното наблюдение“ от по-горе), то той е бил разгледан, тъй като всички върхове u от B са обходени в дълбочина, а от изпълненото инвариантно свойство за IT следва, че листото v е максимизирало пътя от u.
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Solution for 100% of points, O((N + M * logN) * logN):
This solution is a combination of previous and using of divide and conquer approach and is very complex
Solution for 100% of points, O(N + M * logN):
This solution is due to Mihail Pyaderkin, leader of the Russian team in the tournament.
Chose a vertex r which has a degree great then 1. Traveling in depth from r we will numerate leaves of T. Deleting inner vertices and connecting edges of one transportation road we will obtain two subtrees A and B, leaves of which are eider consecutive interval (I[a; b],when a<=b) or specific “interval” [(a; last_leaf_idx),(first_leaf, b)]. So, considered transportation road belongs to each path from leaf u in one of the trees to a leaf v in the another and we could assign the price of the road to the point with coordinates (u,v). So let us consider the rectangle defined by the two intervals of a transportation road. Each point in the rectangle has the same price label the profit from the road and let this is the price of the rectangle.
Take a sweep line and start to sweep the plane. In each integer position of the line consider points covered by at least one rectangle – the price of the point will be the sum of prices of the rectangles that cover it. The point (u0,v0) with maximal sum give us one of the possible optimal pats. 
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Послеслов:
	Тази задача възникна по естествен начин при решаването на проблем в областта на биоинформатиката, свързан с възстановяването на големи геномни последователности, използвайки къси геномни „парченца“/рийдове (които неизбежно се получават, поради ограничението, че технически до момента не е извествен метод за „четене“/секвениране на геноми с дължини, по-големи от няколко хиляди „букви“/нуклеотиди, а геномите на живите организми включват милиони и дори милиарди нуклеотиди).
	В термините на оригиналната задача [5], „градовете“ представляваха парчета ДНК, а „преките пътища“ между тях – възможно за удължаването на единия рийд с другия. Не всички удължавания съответстват на реалната последователност, която е била накъсана преди рийдовете да бъдат прочетени, и точно в това се заключава задачата – да бъде намерен правилен път, представляващ дълъг геномен участък. За целта бива използвана различна допълнителна информация относно взаимното положение на различни участъци – например, т.н. двойни рийдове, които представляват два обикновени рийда, но с допълнителната информация, че се намират на горе-долу фиксирано разстояние. Нашата идея беше да използваме специфичен „дефект“, наречен „химерни рийдове“ (това са рийдове, които всъщност не се срещат в генома, а са парчета включващи две различни части от генома), тъй като двете части на химерния рийд най-често са близко разположени в амплифицирания геном. Така, удължаването на път можем да направим в това направление, към което има най-много „маршруги“/химерни рийдове. Сложности представляват цикличността на този геномен граф, но поради съществуването на ефективни точни алгоритми в ациклични графи, разрешаването на циклите може да бъде адекватно решение. Идеята да намираме най-вероятни продължения в посоката след дадена последователност бива логично разширена с намиране на едновременно продължение в двете посоки, така че комбинацията от продължаващите пътища да включва колкото е възможно повече химерни рийдове (може би вече разпознавате именно подзадачата за 70% от точките).
	Вместо заключение искам да направя реклама на Rosalind[6] – това е съвсем нов, но достатъчно наситен безплатен сайт с биоинформатични задачи, в който освен самите задачи, ценност представлява и достъпния за информатици начин на излагане на молекулярните/биологичните основи. Появяват се все повече изчислителни задачи дори в доскоро „мътни“ области като биологията.
Препратки:
[1] http://community.topcoder.com/tc?module=Static&d1=tutorials&d2=binaryIndexedTrees – увод в двоичните индексни дървета
[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Divide_and_conquer_algorithm – подход „Разделяй и владей“
[3] http://en.wikipedia.org/wiki/Amortized_analysis – амортизиран анализ
[4] http://community.topcoder.com/tc?module=Static&d1=tutorials&d2=lineSweep – метяща права
[5] http://pesho.info/wp-content/uploads/chimeras-final.pdf – презентация относно първоначалната биоинформатична задача от лятото на 2013г.
[6] http://rosalind.info – online judge със задачи по биоинформатика
Автори: Петър Иванов, Искрен Чернев
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