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Математическая формулировка:
Напомним, что деревом называется связный граф без циклов. В этом графе всегда есть единственный простой путь между любыми двумя вершинами. Теперь задачу можно переформулировать так: найти оптимальный путь в дереве, который максимизирует сумму прибыль маршрута, начало и конец которого находятся на заданном пути между выбранными вершинами.

Основное наблюдение:
Максимальная прибыль может быть получена на пути от одного листа дерева до другого, так как любой путь всегда можно продолжить до некоторого листа, при этом прибыль не уменьшается, поскольку для выбранного пути прибыль не изменяется, а добавленная новая прибыль неотрицательна.

Решение O(N^2 * (N + M)) (20 баллов):
Для каждой пары листьев в дереве подсчитаем прибыль за один проход вдоль пути.

Решение O(N * (N + M) (40 баллов):
Рассмотрим два поддерева A и B, которые образуются в исходном дереве T после удаления первого ребра (a, b) в списке ребер. 
Будем рассматривать A и B как корневые деревья с корнями в вершинах a и b (первое ребро в списе ребер). Поскольку мы знаем, что ребро между корнями A и B присутствует в оптимальном пути, то этот путь состоит из части, лежащей в A, и части, лежащей в B. Для произвольных вершин a из A и b из B мы рассмотрим прибыль (a, b) пути между a и b, используя метод динамического программирования:

profit(a,b) = max{
		     profit(a, b_prev) + bonuses(b -> a...b_prev),	
		     profit(a_prev, b) + bonuses(a -> a_prev...b)	
		    }, при a≠b;
profit(a,b) = 0,	   при a=b;

где bonuses(x -> first...last) — это сумма бонусов от вершины x до вершин на пути от first до last. Ответом на задание является список ребер (u, v), для которого прибыль (u, v) имеет максимальное значение.
Описанное решение требует O(N2) памяти для хранения промежуточных результатов profit (a, b). Время для расчета последовательных profit(a, b) включает проверку прибыли на маршрутах, ведущих только к вершинам  a и b.
Другое решение с такой же сложностью было бы для каждой фиксированной вершины / листа, с одним обходом по дереву, чтобы последовательно находить прибыль для любой другой вершины.
	profit(a,b) = max{ profit(a, b_prev) + bonuses(b -> a...b_prev)}, при a≠b;
	profit(a,b) = 0,	 при a=b;

Решение на O(N + M * logN) (100 баллов):
Пронумеруем все листья исходного дерева T в порядке обхода по глубине, начиная с любой вершины. Каждый маршрут соединяет две поддерева в T, принося прибыль, которую дает пара листьев оставляет из одной и другой, которую мы можем выбрать. Листья каждого поддерева нумеруются последовательно, то есть IA и IB (I [a; b] включает листья от a до b, если a <= b, в противном случае включают листья [a; last_leaf_idx] и [first_leaf, b]). Таким образом, каждый маршрут приносит бонус каждой паре листов (u, v), лежащих в интервалах IA и IB соответственно.
С целым числом (u, v) в плоскости мы можем отобразить путь от листа u к листу v в T. Таким образом, интервалы IA и IB на фиксированном маршруте дают улучшение прибыли на всех вершинах / путях, лежащих в прямоугольнике, образованном IA и IB. Мы должны найти такую ​​целочисленную точку, которая покрыта прямоугольниками / маршрутами с максимальной суммой прибыли. Эта задача может быть решена с помощью алгоритма заметающей прямой, перемещающейся в ряд приращений индексов u, сохраняя в дереве интервалов суммы выигрышей для всех точек / путей первого листа u и свободного второго листа.
В отличие от предыдущих, это решение может быть написано в очень кратком коде:
(<100 строк кода).
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Послеслов:
	Тази задача възникна по естествен начин при решаването на проблем в областта на биоинформатиката, свързан с възстановяването на големи геномни последователности, използвайки къси геномни „парченца“/рийдове (които неизбежно се получават, поради ограничението, че технически до момента не е извествен метод за „четене“/секвениране на геноми с дължини, по-големи от няколко хиляди „букви“/нуклеотиди, а геномите на живите организми включват милиони и дори милиарди нуклеотиди).
	В термините на оригиналната задача [5], „градовете“ представляваха парчета ДНК, а „преките пътища“ между тях – възможно за удължаването на единия рийд с другия. Не всички удължавания съответстват на реалната последователност, която е била накъсана преди рийдовете да бъдат прочетени, и точно в това се заключава задачата – да бъде намерен правилен път, представляващ дълъг геномен участък. За целта бива използвана различна допълнителна информация относно взаимното положение на различни участъци – например, т.н. двойни рийдове, които представляват два обикновени рийда, но с допълнителната информация, че се намират на горе-долу фиксирано разстояние. Нашата идея беше да използваме специфичен „дефект“, наречен „химерни рийдове“ (това са рийдове, които всъщност не се срещат в генома, а са парчета включващи две различни части от генома), тъй като двете части на химерния рийд най-често са близко разположени в амплифицирания геном. Така, удължаването на път можем да направим в това направление, към което има най-много „маршруги“/химерни рийдове. Сложности представляват цикличността на този геномен граф, но поради съществуването на ефективни точни алгоритми в ациклични графи, разрешаването на циклите може да бъде адекватно решение. Идеята да намираме най-вероятни продължения в посоката след дадена последователност бива логично разширена с намиране на едновременно продължение в двете посоки, така че комбинацията от продължаващите пътища да включва колкото е възможно повече химерни рийдове (може би вече разпознавате именно подзадачата за 70% от точките).
	Вместо заключение искам да направя реклама на Rosalind[6] – това е съвсем нов, но достатъчно наситен безплатен сайт с биоинформатични задачи, в който освен самите задачи, ценност представлява и достъпния за информатици начин на излагане на молекулярните/биологичните основи. Появяват се все повече изчислителни задачи дори в доскоро „мътни“ области като биологията.
Препратки:
[1] http://community.topcoder.com/tc?module=Static&d1=tutorials&d2=binaryIndexedTrees – увод в двоичните индексни дървета
[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Divide_and_conquer_algorithm – подход „Разделяй и владей“
[3] http://en.wikipedia.org/wiki/Amortized_analysis – амортизиран анализ
[4] http://community.topcoder.com/tc?module=Static&d1=tutorials&d2=lineSweep – метяща права
[5] http://pesho.info/wp-content/uploads/chimeras-final.pdf – презентация относно първоначалната биоинформатична задача от лятото на 2013г.
[6] http://rosalind.info – online judge със задачи по биоинформатика
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